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- Sigui K C R™ compacte, definim

C"(K)={f:U — C declasse C" en un entorn U de K},
amb la norma

fller = su ) (z)].
Ifler =32 s )
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LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
Preliminars

Espais de funcions

- Sigui K C R™ compacte, definim

C"(K)={f:U — Cdeclasse C" en un entorn U de K},

amb la norma

. (4)
r = sup X)|.
Il ]E:OIG |fY ()]

Exemple: sin(x) € C%([0,7]) i

|Isin(z)]|cz = sup |[sin(z)|+ sup |cos(z)|=1+1=2.
z€[0,m] ze[0,7]



- Sigui 1 < p < oo, definim

1/p
[P(R™) = {f . R™ — C mesurable : ||f], = (/ |f(m)|pdm) < oo},
Rn
i per p =00

L>®(R"™) = {f : R" — C mesurable : || f|loc = esssup,cpn|f(z)| < co}.
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LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
Preliminars

Espais de funcions ||
- Sigui 1 < p < o0, definim

1/p
LP(R™) = {f :R"™ — C mesurable : | f||, = </ |f(x)pd:c) < oo} ,
Rn

i per p =00

L*R") = {f : R" — C mesurable : ||f||o = esssup,cpn|f(z)] < oo}

També tenim I'espai L'-débil
LY°(R™) = {f : R™ — C mesurable : || f||1,00 < 00},

on
1£ll00 = suptl{z € R : |f(z)] > t}].



Primer de tot observem que

1/

100 =supt|{[f] >t} = su
>0 >

0
<

< [ 1f@de = £l

pt/ dr <supt
[fI>t

J,.

t>0
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LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
Preliminars

Com és L'-debil?

Primer de tot observem que

||f||17oo:supt|{\f|>t}\:supt/ dxgsupt/ |f($)|dx
t>0 >0 If]>t

If|>t t>0 t

< [ 1@z =151

Aixi, L' C L1*°. A més a més, per exemple, 1/z ¢ L*(R), perd

1

2
x t

:27

1
:supt’{xeR: >t}‘ =supt-
1,00 t>0 ‘$| t>0

pel que 1/z € LM (R).



LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
Preliminars

Com és L'-debil?

Primer de tot observem que

||f||17oo:supt|{\f|>t}\:supt/ dxgsupt/ |f($)|dx
t>0 >0 If1>¢

If|>t t>0 t

< [ 1@z =151

Aixi, L' C L1*°. A més a més, per exemple, 1/z ¢ L*(R), perd

1

2
x t

:27

1
:supt’{xeR: >t}‘ =supt-
1,00 t>0 ‘$| t>0

pel que 1/z € L1*°(R). Conclusié:

Ll g Ll,oo



LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
Preliminars

Operadors

Donada una aplicacié lineal
T:FE—F

entre dos espais vectorials (quasi)normats F, F', direm que és un
operador acotat si existeix una constant C' > 0 tal que

ITfllr <C|fle, VfE€E.



LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
Preliminars

Operadors

Donada una aplicacié lineal

T:-EFE—F

entre dos espais vectorials (quasi)normats F, F', direm que és un
operador acotat si existeix una constant C' > 0 tal que

ITfllr <C|fle, VfE€E.

Exemple:
D: cY(0,1])) — c([0,1])
f — f

compleix

1 le = Suplllf’(fﬂ)lé sup [f(z)|+ sup [f'(z)] = [|fc:-

z€[0 z€]0,1] z€[0,1]

)



Si f € L'(R™), definim la seva transformada de Fourier per

F()©) = Fl&) = s Fla)e 2w € g
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Si f € L'(R™), definim la seva transformada de Fourier per

F()©) = Fl&) = s Fla)e 2w € g

Observem que F : L*(R™) — L°(R™) és un operador acotat.
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LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
Preliminars

Transformada de Fourier

Si f € L'(R™), definim la seva transformada de Fourier per

~

F()E) = 1) = (z)e ™ d.

R

Observem que F : L'(R"™) — L>°(R") és un operador acotat.
Aquesta definicié es pot estendre a una classe de "funcions" molt més
amplia (les distribucions temperades) que inclou tots els espais LP.



LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
Preliminars

Transformada de Fourier

Si f € L'(R™), definim la seva transformada de Fourier per

~

F()E) = 1) = (z)e ™ d.

R

Observem que F : L'(R"™) — L>°(R") és un operador acotat.
Aquesta definicié es pot estendre a una classe de "funcions" molt més
amplia (les distribucions temperades) que inclou tots els espais LP.

El que cal saber és el Teorema de Plancherel:

F:.L?>?—1I?

és un isomorfisme isométric (|| f]|l2 = || f||2 per tota funcié f € L2).
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Definim la transformada de Hilbert

H: L*(R) — L*(R)
per

H(€) = —isgn(€) f(€).
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LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert classica

Definicié
Definim la transformada de Hilbert
H: L*(R) — L*(R)

per - R
Hf(§) = —isgn(£)f(£)-

Aquesta definicié és tal que, per funcions test f € S(R) (que és un
subespai dens d'L?), tenim

Hf(x):llim f(x—t)%

Te—0 [t|>e



LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert classica

Definicié
Definim la transformada de Hilbert
H: L*(R) — L*(R)

per - R
Hf(§) = —isgn(£)f(£)-

Aquesta definicié és tal que, per funcions test f € S(R) (que és un
subespai dens d'L?), tenim

Hf(x):llim f(x—t)?

Te—0 [t|>e

El teorema de Kolmogorov-Riesz diu que H es pot estendre a un
operador tal que

H:ILP(R) — L’(R), 1<p<oo,

H: L'Y(R) — LY*°(R).
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LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert classica
Teoria d'interpolacié

Teorema d'interpolacié de Marcinkiewicz

El teorema més important d’interpolacié és el de Marcinkiewicz, que
basicament diu que si T' és un operador tal que

T: P —s [P,
T: P —s [PV,

esta acotat per certs 0 < py < p1 < 00,



LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert classica
Teoria d'interpolacié

Teorema d'interpolacié de Marcinkiewicz

El teorema més important d’interpolacié és el de Marcinkiewicz, que
basicament diu que si T' és un operador tal que

T: P —s [P,
T: P —s [PV,

esta acotat per certs 0 < py < p1 < 00, aleshores
T:LP — LP

també esta acotat per tot pg < p < ps.



Operador maximal de Hardy-Littlewood:

1
M — - du.
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LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert classica
Lad ici6 de Calderén-Zyg d

Part bona i part dolenta

Donada una funcié integrable f € L'(R™), la seva descomposicié de
Calder6n-Zygmund a altura o > 0 esta donada per

f=g+b,

on g pertany a tots els espais LP (1 < p < 00) i b s’escriu com

b= b;.

720



LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert classica
Lad ici6 de Calderén-Zyg d

Part bona i part dolenta

Donada una funcié integrable f € L'(R™), la seva descomposicié de
Calder6n-Zygmund a altura o > 0 esta donada per

f=g+b,

on g pertany a tots els espais LP (1 < p < 00) i b s’escriu com

b= b;.

720

A més, les b;’s tenen integral zero i estan suportades en cubs diadics Q;
que sén disjunts 2 a 2 i satisfan

>olQil < a £l
J



LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert classica
Lad ici6 de Calderén-Zyg d

La recompensa

Presentem la primera conseqiiéncia de la descomposicié de CZ:

Podem provar que si un operador T': L?(R") — L?(R") esta ben
localitzat, és a dir, que

/ Tb(z)|dz < c/ 1b(a) | de,
R™\2Q Q

per tota funci6 b suportada en un cub @ i tal que fRn b=0,



LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert classica
Lad ici6 de Calderén-Zyg d

La recompensa

Presentem la primera conseqiiéncia de la descomposicié de CZ:

Podem provar que si un operador T': L?(R") — L?(R") esta ben
localitzat, és a dir, que

/ Tb(z)|dz < c/ 1b(a) | de,
R™\2Q Q

per tota funci6 b suportada en un cub @ i tal que fRn b=0,

aleshores,
T:L'— LY,



LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert classica
Lad ici6 de Calderén-Zyg d

La recompensa

Presentem la primera conseqiiéncia de la descomposicié de CZ:

Podem provar que si un operador T': L?(R") — L?(R") esta ben
localitzat, és a dir, que

/ Tb(z)|dz < c/ 1b(a) | de,
R™\2Q Q

per tota funci6 b suportada en un cub @ i tal que fRn b=0,

aleshores,
T:L'— LY,

Per exemple, la transformada de Hilbert classica esta ben localitzada.
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LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert classica
El de Kol Ri

Fins ara, hem presentat dues técniques:
- Teorema d’Interpolacié de Marcinkiewicz

- Descomposicié de Calderén-Zygmund



LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert classica
El de Kol Ri

Fins ara, hem presentat dues técniques:
- Teorema d’Interpolacié de Marcinkiewicz

- Descomposicié de Calderén-Zygmund

El nostre objectiu és provar que H es pot estendre a un operador tal que

H:IP(R) = LP(R), 1<p<oo,

H:L'(R) — LY">°(R).



— Provem que H esta ben localitzat i, per Calderén-Zygmund, tenim

H: L'R) = LY (R).
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LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert classica
El de Kol Ri

La manera rapida

— Provem que H esta ben localitzat i, per Calderén-Zygmund, tenim

H:L'(R) = L">°(R).

— Interpolem entre aquest fet i H : L? — L? (que tenim per definicié)
per obtenir
H:IP(R) - LP(R), 1<p<2.



LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert classica
El de Kol Ri

La manera rapida

— Provem que H esta ben localitzat i, per Calderén-Zygmund, tenim
H:L'(R) = L">°(R).
— Interpolem entre aquest fet i H : L? — L? (que tenim per definicié)

per obtenir
H:LPR)—= LPR), 1<p<2

— Fem servir un argument de dualitat per aconseguir I'acotacié per la
resta de p's, 2 < p < .



H:LP — LP, déna

— Provem un resultat que, comencant d'una hipotesi del tipus

H:L*® > [P,
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LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert classica
El de Kol Ri

La manera curiosa

— Provem un resultat que, comencant d'una hipotesi del tipus
H:LP — LP, déna
H:L* — L*.

— Fem servir aquest resultat recursivament, comencant per p = 2 fins
obtenir

H-1* 512", k>1.



LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert classica
El de Kol Ri

La manera curiosa

— Provem un resultat que, comencant d'una hipotesi del tipus
H:LP — LP, déna
H:L* — L*.

— Fem servir aquest resultat recursivament, comencant per p = 2 fins
obtenir . i
H:L* L%, k>1.

— Usem interpolacié entre cada parella de poténcies per concloure que
tenim acotacié per 2 < p < .



LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert classica
El de Kol Ri

La manera curiosa

— Provem un resultat que, comencant d'una hipotesi del tipus
H:LP — LP, déna
H:L* — L*.

— Fem servir aquest resultat recursivament, comencant per p = 2 fins
obtenir . i
H:L* L%, k>1.

— Usem interpolacié entre cada parella de poténcies per concloure que
tenim acotacié per 2 < p < .
— Altre cop, un argument de dualitat ens déna acotacié per 1 < p < 2.



LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert classica
El de Kol Ri

La manera curiosa

— Provem un resultat que, comencant d'una hipotesi del tipus
H:LP — LP, déna
H:L* — L*.

— Fem servir aquest resultat recursivament, comencant per p = 2 fins
obtenir . i
H:L* L%, k>1.

— Usem interpolacié entre cada parella de poténcies per concloure que
tenim acotacié per 2 < p < .

— Altre cop, un argument de dualitat ens déna acotacié per 1 < p < 2.
— Per acabar, provem que H : L' — L** mostrant que H esta ben
localitzat, com abans.



Com s’estén H, inicialment definida a L?(R), a funcions d'LP(RR)?
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LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert classica
El de Kol Ri

Observacié técnica

Com s’estén H, inicialment definida a L?(R), a funcions d'LP(RR)?
Primer, es proven les desigualtats del tipus

IHfllp < Collflly T [[Hfll100 < Cillfll1,  per tota f € S(R).



LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert classica
El de Kol Ri

Observacié técnica

Com s’estén H, inicialment definida a L?(R), a funcions d'LP(RR)?
Primer, es proven les desigualtats del tipus

IHfllp < Collflly T [[Hfll100 < Cillfll1,  per tota f € S(R).

Un cop fet aixo, es fa servir que S(R) és dens a tots els espais L?;
Podem definir, per tota funcié f € LP(R),

Hf =(L?)—limH f,,

on {fn}n C S(R) tendeix a f en LP.



LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert classica
El de Kol Ri

Observacié técnica

Finalment, cal comprovar que si f € LP(R) N LY(R), les dues definicions
de H f coincideixen!!!
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LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert sobre la parabola
Generalitzacié de la transformada de Hilbert

La transformada de Hilbert sobre corbes

Si f és una funcié "prou bona", la seva transformada de Hilbert ve

donada per

Hf(x):llim f(x—t)ﬁ.

0 Jjgse t



LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert sobre la parabola
Generalitzacié de la transformada de Hilbert

La transformada de Hilbert sobre corbes

Si f és una funcié "prou bona", la seva transformada de Hilbert ve
donada per

1 dt

Hf(z) = —lim fla—t)—.

0 Jjgse t

Si f esta definida a R?, la generalitzaci6 natural d'H és

Hf(aran)=lim [ f((zras) — (t.6) 2

e—0 |t|>€ t



LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert sobre la parabola
Generalitzacié de la transformada de Hilbert

La transformada de Hilbert sobre corbes

Si f és una funcié "prou bona", la seva transformada de Hilbert ve

donada per

Hf(x):llim f(x—t)ﬁ.

0 Jjgse t
Si f esta definida a R?, la generalitzaci6 natural d'H és

Hf(aran)=lim [ f((zras) — (t.6) 2

e—0 ‘t|>€ t

Tot i aixi, podem considerar tota una familia d'operadors {Hp }r si
escrivim

Hyflay,ao) = lim [ f((x1,22) () 2

)
e—0 |t‘>6 t

on I'(t) és una corba al pla.



sobre la parabola I'(t) = (t,t2).

El nostre objectiu és estudiar I'acotacié de la transformada de Hilbert

I(t) = (t.1%)

o) = (6.1

«O> «F>»
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LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert sobre la parabola
Generalitzacié de la transformada de Hilbert

Objectiu

El nostre objectiu és estudiar I'acotacié de la transformada de Hilbert
sobre la parabola I'(t) = (t,t2).

El PROBLEMA és que Hr no esta ben localitzat i no satisfa la propietat
de

acotacié — LP = acotaci6 — L??,
aixi que cap de les dues técniques que hem fet servir en el cas classic
serveix ara.
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oscil-latories.

El lema de Van der Corput és I'eina més basica per estimar integrals
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LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert sobre la parabola
Lema de Van der Corput i acotacié L2

Lema de Van der Corput

El lema de Van der Corput és I'eina més basica per estimar integrals
oscil-latories. Afirma que si tenim una integral oscil-latoria de la forma

b
I(a,b) = / et

h és de classe C* i |h(¥)(t)] > A > 0, aleshores

Ci

|I(a,b)| < R

Si k =1, h també ha de ser mondtona.



LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert sobre la parabola
Lema de Van der Corput i acotacié L2

Lema de Van der Corput

El lema de Van der Corput és I'eina més basica per estimar integrals
oscil-latories. Afirma que si tenim una integral oscil-latoria de la forma

b
I(a,b) = / et

h és de classe C* i |h(¥)(t)] > A > 0, aleshores

Ci

|I(a,b)| < R

Si k =1, h també ha de ser mondtona.

Les constants es poden calcular per C}, = 3-2F — 2.



LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert sobre la parabola
Lema de Van der Corput i acotacié L2

Acotacié L2

Per tal de provar que Hr (que inicialment esta definida a S(IR?)) es pot
estendre a un operador

Hr : L*(R?) — L*(R?),

fem servir el teorema de Benedeck-Calderén-Panzone.



LA TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE LA PARABOLA
La transformada de Hilbert sobre la parabola
Lema de Van der Corput i acotacié L2

Acotacié L2

Per tal de provar que Hr (que inicialment esta definida a S(IR?)) es pot
estendre a un operador

Hr : L*(R?) — L*(R?),

fem servir el teorema de Benedeck-Calderén-Panzone.

Hr es pot escriure com un operador de convolucié Hrf = K = f i el
teorema de BCP asegura I'acotacié L? de Hr sempre i quan el nucli K
satisfaci certes propietats.
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Acotacié L2

Per tal de provar que Hr (que inicialment esta definida a S(IR?)) es pot
estendre a un operador

Hr : L*(R?) — L*(R?),

fem servir el teorema de Benedeck-Calderén-Panzone.

Hr es pot escriure com un operador de convolucié Hrf = K = f i el
teorema de BCP asegura I'acotacié L? de Hr sempre i quan el nucli K
satisfaci certes propietats.

Una d’aquestes condicions és que

RKol=|[ el o
1<t<2 e lelF

on podem veure perqué el lema de Van der Corput juga un paper
essencial en I'acotacié L? de Hr.
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Dificultats

La major diferéncia entre el cas classic i el de la parabola és que, la
quiestié de si

Hr: L'(R?) — L (R?)
esta acotada o no és un problema obert. Per tant, no podem fer servir
interpolacié entre L' i L? i estem forcats a fer servir un apropament
diferent. L'ingredient principal: Teoria de Littlewood-Paley.



quan p # 2.

Aquesta teoria intenta trobar un substitut pel teorema de Plancherel
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Littlewood-Paley

Aquesta teoria intenta trobar un substitut pel teorema de Plancherel
quan p # 2.

Per exemple, per provar I'acotacié LP cal "tallar" funcions en "peces" i
després reconstruir-les...
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Littlewood-Paley

Aquesta teoria intenta trobar un substitut pel teorema de Plancherel
quan p # 2.

Per exemple, per provar I'acotacié LP cal "tallar" funcions en "peces" i
després reconstruir-les... Prenem [; = [—27+1 —27] U [27,2771] i definim
S; per

— ~

S5 f (&) = x1,(§)f(§)-
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Littlewood-Paley

Aquesta teoria intenta trobar un substitut pel teorema de Plancherel
quan p # 2.

Per exemple, per provar I'acotacié LP cal "tallar" funcions en "peces" i
després reconstruir-les... Prenem [; = [—27+1 —27] U [27,2771] i definim
S; per

~

SiF(€) = x1,(€) F(©).

Aleshores, el teorema de Plancherel déna

171 = H (X |sjf|2)1/2

JEZL

)
2

i la teoria de Littlewood-Paley afirma que, per tot 1 < p < oo, aquestes
quantitats sén comparables:

(X ij|2)1/2

JEL

pll fllp < < Gl fllp-

p



MI‘f(xa y)

sup —

Necessitem considerar també el operador maximal sobre la parabola

n>0 2h

‘/ flz —t,y—t?)dt|.
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Acotacié LP

Necessitem considerar també el operador maximal sobre la parabola:

1 h
Mpf(m,y):sup’/ flz —t,y—t?)dt|.
h>0 2h | J_p

Ara, prenem successions de mesures {y;}; i {o;}; de manera que

Hpf=> pjxf and Mpf<2supo,x|f|.
) J
J
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Acotacié LP

Necessitem considerar també el operador maximal sobre la parabola:

1 h
Mpf(m,y):sup’/ flz —t,y—t?)dt|.
h>0 2h | J_p

Ara, prenem successions de mesures {y;}; i {o;}; de manera que

Hpf=> pjxf and Mpf<2supo,x|f|.
) J
J

Finalment, provem un parell de resultats sobre successions de mesures que
donen resultats d'acotacié per operadors de convolucié com els anteriors.
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Acotacié LP

Necessitem considerar també el operador maximal sobre la parabola:

1 h
Mpf(m,y):sup’/ flz —t,y—t?)dt|.
h>0 2h | J_p

Ara, prenem successions de mesures {y;}; i {o;}; de manera que

Hpf=> pjxf and Mpf<2supo,x|f|.
) J
J

Finalment, provem un parell de resultats sobre successions de mesures que
donen resultats d'acotacié per operadors de convolucié com els anteriors.
Amb aquests dos teoremes, som capacos d'obtenir el resultat d'acotacioé
buscat.
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Acotacié LP

Necessitem considerar també el operador maximal sobre la parabola:

1 h
Mpf(m,y):sup’/ flz —t,y—t?)dt|.
h>0 2h | J_p

Ara, prenem successions de mesures {y;}; i {o;}; de manera que

Hpf=> pjxf and Mpf<2supo,x|f|.
) J
J

Finalment, provem un parell de resultats sobre successions de mesures que
donen resultats d'acotacié per operadors de convolucié com els anteriors.
Amb aquests dos teoremes, som capacos d'obtenir el resultat d'acotacioé
buscat.

Es en les demostracions d'aquests dos resultats on cal aplicar la teoria de
Littlewood-Paley.
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Recapitulant, fins ara hem provat que la transformada de Hilbert sobre la
parabola esta acotada

Hr : LP(R?) — LP(R?), 1<p< oo,
perd la pregunta de si
Hr : L'(R?*) — LY*°(R?)

estd acotada segueix oberta (per nosaltres i per tothom!).
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Teoria d'extrapolacié

Normalment, quan es té un operador acotat a L? per p > 1 pero el cas
p = 1 continua obert, s'intenta "apropar-se" a L' mitjancant la teoria
d'extrapolacié. El resultat principal és el teorema de Yano:
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Normalment, quan es té un operador acotat a L? per p > 1 pero el cas
p = 1 continua obert, s'intenta "apropar-se" a L' mitjancant la teoria
d'extrapolacié. El resultat principal és el teorema de Yano:

SiT:LP — LP per p>1ilaconstant d'acotacié es comporta com

1
(p— 1)k
per cert k > 0 quan p — 17, aleshores

T: L(logL)* — L}, .
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Teoria d'extrapolacié

Normalment, quan es té un operador acotat a L? per p > 1 pero el cas
p = 1 continua obert, s'intenta "apropar-se" a L' mitjancant la teoria
d'extrapolacié. El resultat principal és el teorema de Yano:

SiT:LP — LP per p>1ilaconstant d'acotacié es comporta com

_
(p—1)*

per cert k > 0 quan p — 17, aleshores
T: L(logL)* — L}, .

Hem tractat de fer servir aquest argument, perd les nostres constants per
p > 1 no eren prou bones a prop de p = 1.



Al 1987, M. Christ i E. M. Stein proven que

Hr : L(log L)(B) — L**°(B)
per tot conjunt acotat B C R2.
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Resultats a prop de p =1

Al 1987, M. Christ i E. M. Stein proven que
Hr : L(log L)(B) — L»*(B)

per tot conjunt acotat B C R2. Per tal de fer aixd, introdueixen una
variant de la descomposicié de Calder6n-Zygmund per trobar una
desigualtat LP per p > 1 amb constant com

1 quan p — 17T,
p—
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Resultats a prop de p =1

Al 1987, M. Christ i E. M. Stein proven que
Hr : L(log L)(B) — L»*(B)

per tot conjunt acotat B C R2. Per tal de fer aixd, introdueixen una
variant de la descomposicié de Calder6n-Zygmund per trobar una
desigualtat LP per p > 1 amb constant com

1
—— quanp— 1T,
p—1
Aixo es fa servir amb el teorema d’extrapolacié de Yano per la "part
dolenta" de la descomposicié. Per la "part bona", només els calen les
propietats derivades del resultat de descomposicid.



ara a prop de L':

Al 2004, A. Seeger, T. Tao i J. Wright van mostrar el millor resultat fins

Hr : L(loglog L)(R?) — L“*°(R?).
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Resultats a prop de p =1

Al 2004, A. Seeger, T. Tao i J. Wright van mostrar el millor resultat fins
ara a prop de L

Hr : L(loglog L)(R?) — LY*°(R?).

Aqui també fan servir una nova variant de la descomposicié de
Calderén-Zygmund.
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— Sembla natural pensar que si es millora el resultat d'extrapolacié de
Yano, podem aconseguir acotacié a L(logloglog L). Per tant, un es pot
proposar treballar en aquesta teoria per després aplicar-la a operadors
pels que el cas p = 1 encara és obert.
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— Sembla natural pensar que si es millora el resultat d'extrapolacié de
Yano, podem aconseguir acotacié a L(logloglog L). Per tant, un es pot
proposar treballar en aquesta teoria per després aplicar-la a operadors
pels que el cas p = 1 encara és obert.

— L’estudi de les diferents variants de la descomposicié de
Calder6n-Zygmund també sembla interessant, ja que els dos altims
avencos en aquesta direccié usen aquesta técnica.
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— Sembla natural pensar que si es millora el resultat d'extrapolacié de
Yano, podem aconseguir acotacié a L(logloglog L). Per tant, un es pot
proposar treballar en aquesta teoria per després aplicar-la a operadors
pels que el cas p = 1 encara és obert.

— L’estudi de les diferents variants de la descomposicié de
Calder6n-Zygmund també sembla interessant, ja que els dos altims
avencos en aquesta direccié usen aquesta técnica.

— Finalment, la pregunta de si Hr : L'(R?) — L*°(R?) o no seria un
objectiu ambiciés. Un argument d’extrapolacié no funcionaria i s’hauria
de trobar una estratégia nova i original.



Gracies per la vostra atencié!
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