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Introduccié

Introduccié

@ El nostre objectiu principal és entendre la conjectura de Witten, que
va ser formulada 'any 1991. Actualment, ja no és una conjectura, ja
que va ser demostrada per Kontsevich 'any 1992.
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Introduccié

Introduccié

@ El nostre objectiu principal és entendre la conjectura de Witten, que
va ser formulada 'any 1991. Actualment, ja no és una conjectura, ja
que va ser demostrada per Kontsevich 'any 1992.

—

@ En el seu article original, Witten va conjecturar que una funcié
generatriu particular dels nombres d'interseccié de I'espai de moduli
de corbes satisfa la jerarquia Korteweg-de Vries (KdV).
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Introduccié

@ El nostre objectiu principal és entendre la conjectura de Witten, que
va ser formulada 'any 1991. Actualment, ja no és una conjectura, ja
que va ser demostrada per Kontsevich 'any 1992.

@ En el seu article original, Witten va conjecturar que una funcié
generatriu particular dels nombres d'interseccié de I'espai de moduli
de corbes satisfa la jerarquia Korteweg-de Vries (KdV).

@ La motivaci6 d'aquesta conjectura va ser que dos models diferents
de gravetat quantica 2-dimensional haurien de tenir la mateixa
funcié de particié. En un dels models la funcié de particié es pot
descriure en termes de nombres d'interseccié de I'espai de moduli de
corbes. | la funcié de particié de I'altre model es pot descriure usant
diagrames de Feynman i técniques de models matricials, que se sap
que estan determinats per la jerarquia KdV.
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Equacions KdV

“I believe I shall best introduce this phaenomenon by describing the circumstances of
my own first aquaintances with it. | was observing the motion of a boat which was
rapidly drawn along a narrow channel by a pair of horses, when the boat suddenly
stopped- not so the mass of water in the channel which it had put in motion; it
accumulated round the prow of the vessel in a state of violent agitation, then suddenly
leaving it behind, rolled forward with great velocity, assuming the form of a large
solitary elevation, a rounded, smooth and well defined heap of water, which continued
its course along the channel apparently without change of form or diminution of
speed. | followed it on horseback and overtook it still rolling on at a rate of some eight
or nine miles an hour, preserving its original figure some thirty feet long and a foot to
a foot and a half in height. Its height gradually diminished and after a chase of one or
two miles | lost it in the windings of the channel. Such in the month of August 1834
was my first chance interview with that singular and beautiful phaenomenon which |
have called the Wave of Translation...”

John Scott Russell (1808-1882)
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Preliminars

Fibrats vectorials

Un fibrat vectorial de rang n ve donat per
@ dos espais topologics: X (espai base) i E (espai total),
@ una aplicacié exhaustiva 7 : E — X (projeccid),

@ homeomorfismes h, : 7~ !(z) =2 R" pera cada z € X
(B, = 7 1(x) s'anomena la fibra sobre z),



Nombres d'interseccié en espais de moduli de superficies de Riemann i les equacions KdV
Preliminars

Fibrats vectorials

Un fibrat vectorial de rang n ve donat per
@ dos espais topologics: X (espai base) i E (espai total),
@ una aplicacié exhaustiva 7 : E — X (projeccid),

@ homeomorfismes h, : 7~ !(z) =2 R" pera cada z € X
(B, = 7 1(x) s'anomena la fibra sobre z),
tal que X admet un recobriment per oberts {U;};cr amb
homeomorfismes
@i N U;) 2 U; x R

R-lineals a les fibres i tals que pry o ¢; = 7 per a tot i. Aqui pr; denota
la projeccié de la primera component i {(U;, p;)}icr s'anomena atlas de
trivialitzacio.

Podem denotar un fibrat vectorial:

€:R" — E - X,



cas X = S, tenim el cilindre.

Q@ X xR" Ph, X és el fibrat vectorial trivial de rang n sobre X. En el

«O»r «Fr o«

it
a
it
-
[y

DA



Nombres d'interseccié en espais de moduli de superficies de Riemann i les equacions KdV
Preliminars

Exemples

© X x R™ 2 X és el fibrat vectorial trivial de rang n sobre X. En el
cas X = 8!, tenim el cilindre.

@ Prenent també X = S!, la banda de M&bius és un fibrat vectorial
no trivial.
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Exemples

© X x R™ 2 X és el fibrat vectorial trivial de rang n sobre X. En el
cas X = 8!, tenim el cilindre.

@ Prenent també X = S!, la banda de M&bius és un fibrat vectorial
no trivial.
© Sigui M una varietat diferenciable n-dimensional. Considerem el seu

fibrat tangent:
m:TM — M,

on TM = J,cp ToM. L'espai tangent T;; M isomorf a R™ és la
fibra sobre .



Donats un fibrat vectorial £ : R — F - Y i una aplicacié
f: X — Y, definim el pull-back de & per f:

fER"— E -5 X
per

i projeccié (x,z) =z

E={(x,2) € X x E| f(x) = p(2)}
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Preliminars

Pull-back

Donats un fibrat vectorial £ : R* — E - Y i una aplicacié
f:+ X — Y, definim el pull-back de & per f:

ffER— B X

per _
E={(z,2) € X xE| f(z) =p(z)}

i projeccié 7(x,z) = x.
Observem que

E,={z€E| f(z)=p(2)} =7 (f(2)) = By

per cada x € X. Per tant, la fibra de f*¢ sobre z coincideix amb la fibra
de £ sobre f(z).



Nombres d'interseccié en espais de moduli de superficies de Riemann i les equacions KdV
Preliminars

Classes de Chern

Una estructura complexa en un fibrat vectorial real £ : R>® - E — X és

un morfisme J : £ — £ tal que JoJ = —id a cada fibra. Llavors £ esdevé
un fibrat vectorial complex de rang n.
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Classes de Chern

Una estructura complexa en un fibrat vectorial real £ : R>® - E — X és
un morfisme J : £ — £ tal que JoJ = —id a cada fibra. Llavors £ esdevé
un fibrat vectorial complex de rang n.

Siguin X un espai topologic i £ : C" — E — X un fibrat vectorial
complex de rang n. Llavors hi ha una nica col-leccié de classes de

cohomologia _
07(6) € H22(X5Z)7 Z.:051727"'7

anomenades classes de Chern tal que se satisfan, entre d’altres, les
segiients condicions:
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Preliminars

Classes de Chern

Una estructura complexa en un fibrat vectorial real £ : R>® - E — X és
un morfisme J : £ — £ tal que JoJ = —id a cada fibra. Llavors £ esdevé
un fibrat vectorial complex de rang n.

Siguin X un espai topologic i £ : C" — E — X un fibrat vectorial
complex de rang n. Llavors hi ha una nica col-leccié de classes de

cohomologia _
07(6) € H22(X5Z)7 Z.:051727"'7

anomenades classes de Chern tal que se satisfan, entre d’altres, les
segiients condicions:

ci(§) =0sii>n.

co(§) =1.

Si & =& llavors ¢;(§) = ¢; (&) per tota i.
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Un acci6 de grup G x X — X és efectiva si i només si I'inic element
geGtalqueg-z =2 Ve X és g=idg.
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Orbifolds

Orbifolds

Definicié
Un acci6 de grup G x X — X és efectiva si i només si I'tnic element
geGtalqueg-x=x Vr e X és g=idg.

Definicié
Sigui O un espai topologic.
o Una carta d'orbifold (uniformitzador local) (U,U,¢,T') ve donada
per
un obert U C O,
un obert U C R",

un grup finit I' que actua diferenciable i efectivament a U ,

(]
]
]
e una aplicacié continua ¢ : U — U que indueix un homeomorfisme

U/T = U.
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Orbifolds

Orbifolds

Definicié
e Siguin (U,U, ,T') i (U',U’,¢',I") uniformitzadors locals.
Definim una inclusié de cartes

i: (U,U,0T) = (U, U, ¢,I)
com un parell d’aplicacions:

{i : U < U’, una inclusio,

¢ : T' — IV, un monomorfisme de grups,

tals que ¢’ 05 = @ ii(y-x) = () -i(z) peracadaz € Uiy eT.
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Orbifolds

Orbifolds

Definicié
o Dues cartes d’orbifold (U, Uy, ¢4, T3) i (Uj, Uj, ;,T;) s’anomenen
compatibles si per cada z € ;(U;) N¢;(U;) existeix una carta
(Uk, U, ¢k, I'x) amb z € @ (Uyg) i inclusions

it (Uk, Uk, 01, Tk) = (Ui, Us, 03, T),

j:(Uk7U~k7@k7Fk) (U U Spja )

@ Un atles d’orbifold és una col-leccioé de cartes d’orbifold
compatibles entre elles

U :={(Us;, Ui, 0i,Ti) Yier

tal que U;c;U; = O.
e Un orbifold és un parell (O,U), on O és un espai de Hausdorff i U
és un atles d’orbifold a O.




Una varietat amb vora M es pot dotar d’una estructura d’orbifold de
manera que tot punt de la vora té un entorn homeomorf a
R™/(Z/(2)), on Z/(2) actua per reflexié en un hiperpla.
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Orbifolds

Un exemple

Exemple

Una varietat amb vora M es pot dotar d’'una estructura d’orbifold de
manera que tot punt de la vora té un entorn homeomorf a
R™/(Z/(2)), on Z/(2) actua per reflexi6 en un hiperpla.
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Orbifolds




Sigui M una varietat diferenciable i T' un grup finit actuant

diferenciablement i efectiva en M. Llavors M /I' té estructura d'orbifold.
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Orbifolds

Quocient global

Proposicié

Sigui M una varietat diferenciable i T' un grup finit actuant
diferenciablement i efectiva en M. Llavors M /T té estructura d’orbifold.

Exemple

L’espai topolégic adjacent de la llagrima és S2. Té un tnic punt
singular ’entorn del qual és homeomorf a U/(Z/(n)), on U es un
entorn de l'origen de R? i Z/(n) actua per rotacions al voltant de
Porigen.




La llagrima no és un quocient global.
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Orbifolds

Quocient global. Una generalitzacié

Proposicié

La llagrima no és un quocient global.

Teorema
Les segiients afirmacions sén equivalents:
© O té estructura d’orbifold.

@ O és un quocient de la forma M /G, on M és una varietat
diferenciable i G és un grup de Lie compacte actuant
diferenciablement, efectiva i amb estabilitzadors finits en M .




Nombres d'interseccié en espais de moduli de superficies de Riemann i les equacions KdV

Orbifolds

Quocient global. Una generalitzacio

Proposicié

La llagrima no és un quocient global.

Teorema
Les seglients afirmacions sén equivalents:
© O té estructura d’orbifold.

@ O és un quocient de la forma M /G, on M és una varietat
diferenciable i G és un grup de Lie compacte actuant
diferenciablement, efectiva i amb estabilitzadors finits en M .

En el cas dels orbifolds les classes caracteristiques sén racionals. La
cohomologia d’orbifold de O és isomorfa a la cohomologia equivariant de
M:

Hg(M;Q) ~ H*(0; Q).
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Superficies de Riemann

Definicié
Una superficie de Riemann ve donada per
@ un espai topologic ¥ Hausdorff,
@ un collecci6 d’oberts U; C ¥ tal que |J, U; = X,

@ un col-lecci6 d’homeomorfismes ¢; : U; — U; c C tals que el
canvi de cartes ¢; o gp]l és holomorf en el seu domini de definicié.
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Superficies de Riemann

Definicié
Una superficie de Riemann ve donada per
@ un espai topologic ¥ Hausdorff,
@ un collecci6 d’oberts U; C ¥ tal que |J, U; = X,

@ un col-lecci6 d’homeomorfismes ¢; : U; — U; c C tals que el
canvi de cartes ¢; o gp]l és holomorf en el seu domini de definicié.




Un node és una singularitat analiticament isomorfa a zy = 0.
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Un node és una singularitat analiticament isomorfa a zy = 0.

N X

génere 2

geénere 0
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de ser no singulars.

Una corba nodal és puntejada si té n punts marcats z1, ..., 2y, que han
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Corbes nodals puntejades

Una corba nodal és puntejada si té n punts marcats z1,...,T,, que han
de ser no singulars.

génere 1

@ & .
génere 3
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Teorema d'uniformitzacié de Riemann

Teorema

Sigui Y. una superficie de Riemann connexa i simplement connexa.
Aleshores, Y és una de les superficies segiients:

e el disc unitat obert,
e el pla complex C,
@ l'esfera de Riemann CP'.
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Automorfismes

Teorema
Sigui 3. una superficie de Riemann compacta. Llavors

e si X ~ CP! (I'inica superficie de Riemann de génere (), tenim que
Aut(CP') ~ PSL(2,C).

@ si X té génere 1, el seu grup d’automorfismes té infinits elements.
De fet,

Aut(X2) o C.

@ si X té génere g > 2, llavors el seu grup d’automorfismes és finit.
Més concretament,

IAut(E)] < 84(g — 1).
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Definim ’espai de moduli

M, :={C'| C és una corba algebraica de génere g}/ ~ ,

on C' ~ D siinomes si existeix un isomorfisme de C' a D.
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Definim ’espai de moduli

M, :={C'| C és una corba algebraica de génere g}/ ~ ,
on C' ~ D siinomes si existeix un isomorfisme de C' a D.

Ens agradaria tenir una familia universal ™ sobre M.

x C, X =fC,
|l
B f

_>Mg
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Espais de moduli de corbes

Definicié

Definim ’espai de moduli
M, :={C'| C és una corba algebraica de génere g}/ ~ ,

on C ~ D siinomes si existeix un isomorfisme de C a D.

Ens agradaria tenir una familia universal w sobre M.

x c, X =frC,
f
B—>M,

Pero els grups d'automorfismes infinits ens porten problemes.
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L'espai de moduli M,
Definicié
Definim ’espai de moduli
C és una corba algebraica
Mgn =< (Cix1,22,...,25) de génere g amb n punts

marcats r1,T2,...,Tn

on (C,x1,%2,...,Tn) ~ (D,y1,Y2,-..,Yn) Sl i només si existeix un
isomorfisme de C' a D que envia xy a yi per a tot k.
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L'espai de moduli M,
Definicié
Definim ’espai de moduli

C és una corba algebraica

Mgn =< (Cix1,22,...,25) de génere g amb n punts
marcats r1,T2,...,Tn
on (C,x1,%2,...,Tn) ~ (D,y1,Y2,-..,Yn) Sl i només si existeix un

isomorfisme de C' a D que envia xy a yi per a tot k.

El grup d'automorfismes d’'una corba puntejada és finit si:
© Els components de génere 0 tenen almenys 3 punts marcats.
© Els components de génere 1 tenen almenys 1 punt marcat.
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L'espai de moduli M,
Definicié
Definim ’espai de moduli

C és una corba algebraica

Mgn =< (Cix1,22,...,25) de génere g amb n punts ~
marcats r1,T2,...,Tn
on (C,x1,%2,...,Tn) ~ (D,y1,Y2,-..,Yn) Sl i només si existeix un

isomorfisme de C' a D que envia xy a yi per a tot k.

El grup d'automorfismes d’'una corba puntejada és finit si:
© Els components de génere 0 tenen almenys 3 punts marcats.
© Els components de génere 1 tenen almenys 1 punt marcat.

Per tant, considerarem només els espais de moduli M, ,, que satisfan |a
condicié de la caracteristica d'Euler

2—-29g—-n<0.
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El nostre orbifold

Tot i la modificacié, seguim sense tenir corba universal C, ,, — Mg,
almenys no en el sentit que hem explicat. De fet, la fibra sobre un punt
de M, ,, que correspon a una corba puntejada X amb grup
d’automorfismes G és ¥/G.
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El nostre orbifold

Tot i la modificacié, seguim sense tenir corba universal C, ,, — Mg,
almenys no en el sentit que hem explicat. De fet, la fibra sobre un punt
de M, ,, que correspon a una corba puntejada X amb grup
d’automorfismes G és ¥/G.

Teorema

L'espai de moduli de corbes puntejades M, ,, té estructura d’orbifold. La
dimensié de M, és 3g — 3 + n.
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El nostre orbifold

Tot i la modificacié, seguim sense tenir corba universal C, ,, — Mg,
almenys no en el sentit que hem explicat. De fet, la fibra sobre un punt
de M, ,, que correspon a una corba puntejada X amb grup
d’automorfismes G és ¥/G.

Teorema

L'espai de moduli de corbes puntejades M, ,, té estructura d’orbifold. La
dimensié de M, és 3g — 3 + n.

Vist com a orbifold, I'espai de moduli M, ,, sempre ve acompanyat de la
corba universal, i.e. d'un orbifold diferenciable C, ,, de dimensié
dim My ,, + 1, juntament amb una projecci6 C, , — Mg 5.
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Mg.n no és compacte:

Q>



Mg, no és compacte:

@ Quan dos punts marcats en una corba puntejada s’acosten, el limit
corresponent no existeix en Mg ,,.
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La compactificacié de Deligne-Mumford

No compacitat

My, no és compacte:

@ Quan dos punts marcats en una corba puntejada s’acosten, el limit
corresponent no existeix en My .

o Considerem una superficie de Riemann de génere g amb una métrica
Riemanniana. Si anem fent petita la circumferéncia ¢, el limit és una
corba nodal.



Una corba puntejada s’anomena estable si

@ Les seves tniques singularitats sén nodes.
o Els punts marcats sén no singulars.

o El grup d’automorfismes de la corba és finit.
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La compactificacié de Deligne-Mumford

La compactificacié de Deligne-Mumford

Definicié

Una corba puntejada s’anomena estable si
@ Les seves tniques singularitats sén nodes.
e Els punts marcats sén no singulars.

e El grup d’automorfismes de la corba és finit.

Definicié

Definim la compactificacié de Deligne-Mumford de ’espai de moduli

Mg n =< (Crx1,29,...,2,) de génere g amb n punts
marcats zi,Z2,...,Ty

C' és una corba estable /
~

on (C,x1,%9,...,%n) ~ (D,y1,Y2,...,Yn) sl i només si existeix un
isomorfisme de C' a D que envia zj a y per tot k.
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Morfisme d'oblit

Tk

§ !
b
Fok

El morfisme d’oblit 7 : /\/lg ntl — Mg n €S pot interpretar com la
corba universal 7 : Cy , — My . Es a dir, si prenem una corba estable
¥ € Mg, amb un punt p a %, li podem associar una corba estable
e My i1 al parell (2, p) de tres maneres diferents:
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@ Si p és un punt no singular i no marcat de X, llavors ¥ sera la corba
Y. amb el punt p etiquetat amb n + 1.

@ Si p és el punt de ¥ marcat k, llavors X sera la corba X amb una
CP! al punt p que contindra els punts etiquetats amb ki n + 1.

@ Si p és un punt nodal de X, llavors 3 sera la corba ¥ amb una CP!
al punt p que contindra el punt etiquetat n + 1.
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Morfismes naturals

Seccions de 7
Aixi, podem pensar que el punt amb etiqueta k defineix una seccié

op i Mgn = Mgni1, perak=12...,n

La imatge de o}, esta formada per totes les corbes en ﬂg,m-l amb una
CP' que conté els punts etiquetats amb ki n + 1.
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Seccions de 7
Aixi, podem pensar que el punt amb etiqueta k defineix una seccié

op i Mgn = Mgni1, perak=12...,n

La imatge de o}, esta formada per totes les corbes en ﬂg,m-l amb una
CP' que conté els punts etiquetats amb &k i n + 1. Les seccions o), també
es poden veure com a seccions de la corba universal Cy ,, = Mg ..
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Exemples

@ Qualsevol superficie de Riemann de génere 0 és isomorfa a CP'.
Sabem que existeix un (nic automorfisme de CP! que porta tres
punts a 0,1, co. Aixi, My 3 és un Gnic punt, i per tant és compacte i
Moz = Mpys.
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Exemples

@ Qualsevol superficie de Riemann de génere 0 és isomorfa a CP'.
Sabem que existeix un (nic automorfisme de CP! que porta tres
punts a 0,1, co. Aixi, My 3 és un Gnic punt, i per tant és compacte i
Moz = Mpys.

@ Si 1,2, 23,24 56n punts diferents de CP', llavors I'automorfisme
de I'exemple anterior enviara x4 a un A # 0,1, 00, que sera la raé

doble

(x1 — 24) (23 — 72)
(21 — 22) (73 — 24)

Per tant, I'espai de moduli Mo 4 és isomorf a CP! \ {0, 1, 00}.

(x1, 22,23, 24) = A=
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Exemples

Hi ha tres corbes estables singulars i racionals amb quatre punts marcats:

Aquestes tres corbes compactifiquen Mo 4 a la recta projectiva CP*.
Tenen coordenades A = oo, 1,0 respectivament.
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Classes caracteristiques

Denotem K el fibrat cotangent de les fibres de ég,n — ﬂg,n- Fent

pull-back de K al llarg de les seccions o obtenim els segiients fibrats de
linia naturals:

Ly =0,(K), perak=1,...,n.

La fibra de £y, al punt (3, p1,...,pn) € M, és 'espai cotangent a ¥
en pi: 1, X.
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Classes caracteristiques

Denotem K el fibrat cotangent de les fibres de C, ,, — M, ,,. Fent
pull-back de K al llarg de les seccions o obtenim els segiients fibrats de

linia naturals:
Ly =0,(K), perak=1,...,n.

La fibra de £y, al punt (3, p1,...,pn) € M, és 'espai cotangent a ¥
en pi: 1, X.

Definicié

Les classes de Chern dels fibrats £ s’anomenen classes psi

Vi = c1(0y(K)) € HQ(M977L)~
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L'anell tautologic

Definicié

El sistema d’anells tautologics R*(My,..,) és

@ el sistema més petit de Q-algebres tancat per push-forwards de
morfismes naturals;

@ el sistema més petit de Q-espais vectorials tancat per
push-forwards de morfismes naturals, i que inclou totes les classes
psi.




Nombres d'interseccié en espais de moduli de superficies de Riemann i les equacions KdV
Teoria d'interseccié en espais de moduli

L'anell tautologic

Definicié

El sistema d’anells tautologics R*(My,..,) és

@ el sistema més petit de Q-algebres tancat per push-forwards de
morfismes naturals;

@ el sistema més petit de Q-espais vectorials tancat per
push-forwards de morfismes naturals, i que inclou totes les classes
psi.

Ara tenim la motivacié per estudiar nombres d'interseccié de la forma

/7 ?1 542 - w;z:n c Q'
Mg.n
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Funcions de correlacié

Definicié

Definim les funcions de correlacié com

<Ta1---mn>:=/i o1 gan,
M

g,n

amb el conveni que el producte és zero si alguna de les segiients
condicions se satisfa:

@ alguna de les a; és negativa,
o n=0,

o oy +ag+--+a, #3g—3+n.
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Funcions de correlacié

Definicié

Definim les funcions de correlacié com

<Ta1-~mn>t=/7 o yan,
M

g,n

amb el conveni que el producte és zero si alguna de les segiients
condicions se satisfa:

@ alguna de les a; és negativa,
o n=0,

o oy +ag+--+a, #3g—3+n.

do, _d1__d d
<7'007-117-22...Tm7n>:<7-O...TO.7-1...7-1.7-2...7-2...7-m...7-m>.
——— —— N —

do factors dj factors ds factors d,, factors



Els seglients exemples sén els casos basics

(romomo) = (rd) = /m POyl = /_

0,3

«O»r «Fr o«

1.

DA



Els seglients exemples sén els casos basics

(roroo) = (7) = /m WOp3yQ =

/ﬁo,a

= [ n=g

«O>» «4F»r «
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Funcié generatriu

Definim la funcié generatriu

F(to,t1,...) = ( exp Zt“—i =

n=0 """ (a1,...,o0n)
) tdk
_ k do __dq__do
= E 7,<To T1 T2 2
d k=0 """

on d = (dy,dy,da,...) son totes les tires d’enters no negatius amb un
nombre finit de termes no nuls.
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La conjectura de Witten

Conjectura (Witten)
F(to,t1,...) esta determinada per les dues condicions segiients:

© L'objecte U =

verifica les equacions KdV,

8t2
oU 0 5 o
—=—R,1(UU,U,...),
onU = gtUO U= atg , etc., son les derivades de U respecte tg, i

R, +1(U, U,U,.. .) sén certs polinomis molt coneguts en la teoria
d’equacions KdV (i que es poden definir mitjangcant una recursic).

@ A més, F verifica la “string equation” (o equacio de les cordes),

ato Z t’“ at
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La conjectura de Witten

L'equacié de les cordes és equivalent a la segiient relacié explicita entre
els nombres d'interseccié

n
(T0Tay Taz =+ * Ta,) = Z<Ta1 C Tap—1" Tapn)-
k=1
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La conjectura de Witten

L'equacié de les cordes és equivalent a la segiient relacié explicita entre
els nombres d'interseccié

n
(T0TarTas " Ta,) = Z<Ta1 S Tap—1" " Tay)
k=1

Proposicié

La conjectura determina F' univocament.

Els polinomis R,, es poden definir recursivament de la segiient manera:

1 103
R—U. ORny1 (aU OR,, 9 ) .

= —R, +2U -—R,
dto 2n+1 \ Oty * oty 40t}
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Versi6 explicita de la conjectura de Witten

Teorema (Conjectura de Witten)

La funcié generatriu F' satisfa les segiients equacions en derivades
parcials per tot enter positiu n
PF

(2n+1) 90,08 =

([ OF PF e PF 9*F L1 PF
~ \Ot,_10ty ) \ 083 Ot,_10t3 ) \ Ot? 4 Ot, 10t}




Observem que

in >
in /0

Q>
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Exemple
Observem que

_oF = (rln.
8ti’” 6‘15? - = (7, T;
i considerem |'equacié de la conjectura de Witten amb n = 3 avaluada a
t; = 0 per tot j:
L,y

T(573) = (Tom2)(15) + 2(1372) (75) + 1(T072)-
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Exemple
Observem que

onF _ <le.1 Tdin>
el I
11 in tj:O

i considerem |'equacié de la conjectura de Witten amb n = 3 avaluada a
t; = 0 per tot j:

T(573) = (Tom2)(75) + 2(13 2 )(73) + (70 72).

e

Usant (73) = 0 i el cas basic (7§) = 1, tenim 7(7373) = (1072) + H{(1i™2).
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Exemple
Observem que

OnF _ <le.1 Tdin >
atc?il o 8td1" - 11 in )
11 in tj:O

i considerem |'equacié de la conjectura de Witten amb n = 3 avaluada a
t; = 0 per tot j:

. 1
(13 73) = (om2)(75) + 2(7372)(73) + 1<76172>-

Usant (73) = 0 i el cas basic (7§) = 1, tenim 7(7373) = (1072) + H{(1i™2).

Aplicant I'equacié de les cordes a cada terme, ens queda

(r) = () + i(Té’}. Per tant, (1) = i<73> — i.
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Exemple
Observem que

onF _ <le.1 Tdin>
o |
11 in tj:O

i considerem |'equacié de la conjectura de Witten amb n = 3 avaluada a
t; = 0 per tot j:

. 1
(13 73) = (om2)(75) + 2(7372)(73) + 1<76172>-

Usant (73) = 0 i el cas basic (7§) = 1, tenim 7(7373) = (1072) + H{(1i™2).

Aplicant I'equacié de les cordes a cada terme, ens queda

7(r1) = (1) + §(78). Per tant, (1) = 37(78) = 5.

Observacié

1
249g!"

(T3g-2) =




L'equacié de les cordes (string equation):

OF & oF 2
o~ 2l Ty

40> «F»r « =)

«=

>
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L'equacié de les cordes i I'equacié de dilatacié

L'equacié de les cordes (string equation):

or S, oF i
T4 o T2

i=1

<TO H Ta’?> N Z < Tay—8i4 > + 571,25041,0504270'
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L'equacié de les cordes i I'equacié de dilatacié

L'equacié de les cordes (string equation):

OF & oOF 13
o~ 2ty T

<TO H Ta’?> N Z <H To;—8; > + 5n,25o¢1,05&270'
=1

j=1 \i=1

L'equacié de dilatacié (dilation equation):

OF 1 OF 1
- - 2% 4+ 1) — + —
o 31;( it Dtige+ o
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L'equacié de les cordes i I'equacié de dilatacié

L'equacié de les cordes (string equation):

OF & oOF 13
o~ 2ty T

<TO H Ta’?> N Z <H To;—8; > + 5n,25o¢1,05&270'
=1

j=1 \i=1
L'equacié de dilatacié (dilation equation):
o0

8F 1 6F 1

<71H7'a > (2g—2+n) <HT’17¢>+21459’1'
i=1
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Versi6 de Virasoro de la conjectura

Definim la successié d’operadors de Virasoro com

t2
Vor= 28750 Z k+18t

= o 1
Vo=— > @k + Divm— + —
k=0

Ot 48’

N |

9 4
ot1

l\D\O-')

i, per a enters positius n,

oo

(20 +3)! 2k+2n+1D1 9
n= 123
v 2 6tn+1 ]CE:: 2k - 1 n 8tk+’n
(2k1 + D12k + D! 02
+ Z 4 Oty, Ot '

k1+ko=n—1



Per a tot enter n > —1,

Vi(exp F) = 0.

Els fisics anomenen el funcional exp F' la funcié de particié.

«0O>» «F»r « =

=

« =
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Algunes demostracions

@ Kontsevich:
e Primera prova, un any després que Witten enunciés la conjectura.
e Férmula combinatorica.
e Diagrames de Feynmann i determinats models matricials.
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Algunes demostracions

@ Kontsevich:
e Primera prova, un any després que Witten enunciés la conjectura.
e Férmula combinatorica.
e Diagrames de Feynmann i determinats models matricials.
@ Okounkov i Pandharipande:
e Férmula ELSV, que relaciona els nombres d'interseccié amb els
nombres de Hurwitz.
e Férmula combinatorica de Kontsevich.
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Algunes demostracions

o Kontsevich:

e Primera prova, un any després que Witten enunciés la conjectura.
e Férmula combinatorica.
e Diagrames de Feynmann i determinats models matricials.

@ Okounkov i Pandharipande:
e Férmula ELSV, que relaciona els nombres d'interseccié amb els
nombres de Hurwitz.
o Férmula combinatorica de Kontsevich.
@ Mirzakhani
o Geometria hiperbolica.

e Verificant les condicions de Virasoro.
e Primera prova sense |'is d'un model matricial.
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