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Introducci6

Notacid

A partir d’ara treballem en I'espai complex C i totes les funcions que
apareguin

f:C—C

seran de variable complexa a variable complexa.
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Introducci6

Notacid

A partir d’ara treballem en I'espai complex C i totes les funcions que
apareguin

f:C—C

seran de variable complexa a variable complexa. Denotem per dA la
mesura d’area de Lebesgue, és a dir,

dA(z) = dxdy = rdrdé

on z =z +1iy € C. Denotem D(z,r) o D"(z) un disc de centre z i radi
r > 0.
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Introducci6

Operadors Diferencials

Sigui z = x + iy € C amb z,y € R definim els operadors de Wirtinger

com
s 0 _1(0 b
0z 2\ 0z Z(')y

5_2._1 24_12
S0z 2\0x  oy)’
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Introducci6

Operadors Diferencials

Sigui z = x + iy € C amb z,y € R definim els operadors de Wirtinger

com
s 0 _1(0 b
0z 2\ 0z Z(')y

S0 (0 .0
S0z 2\0x  oy)’
Exemple. Si prenem f(z) = z = = + iy aleshores
- 0f(2) = % (a%z —z'a%z) =2(1—4%)=1.

S 0f(x) =3 (&2 +i2) =

N[

(1+414%) =0.

D=
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Introducci6

Funcions Holomorfes

Sigui 2 C C un domini (obert i connex). Es diu que una funcié f € C*(Q)
és holomorfa en el domini € si

of =0

en (.
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Introducci6

Funcions Holomorfes

Sigui 2 C C un domini (obert i connex). Es diu que una funcié f € C*(Q)
és holomorfa en el domini 2 si

of =0

en 2. Si f = u 4+ iv tenim que aixd és equivalent a les equacions de
Cauchy-Riemann:
{ Opu = Oyv

Oyu = —0yv.
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Introducci6

Funcions Holomorfes

Sigui 2 C C un domini (obert i connex). Es diu que una funcié f € C*(Q)
és holomorfa en el domini 2 si

of =0

en 2. Si f = u 4+ iv tenim que aixd és equivalent a les equacions de
Cauchy-Riemann:

Opu = Oyv
Oyu = —0yv.
Exemples.
- S6n holomorfes z, 2™, €%, ...

- No ho son Z, |z, el*l, ...
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Introduccié

Teorema de Green

Sigui €2 C C un domini prou bo. Aleshores

- f(z)dz = Qi/gcf)f(z)dA(z).
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Introduccié

Teorema de Green

Sigui €2 C C un domini prou bo. Aleshores

(z)dz = 22’/95f(z)dA(z).

f
o0

Idea prova: Aplicar la formula de Green habitual

P
Pdxz + Qdy = / <8Q — 8) dxdy
o9 a\dz Oy

amb P=fi@Q =:1f.
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Introduccié

Formula de Cauchy-Green

Sigui 2 € C prou bo i f € C'(Q). Aleshores

F(z) = N ﬂdw 1 /Q 8f_(1”)d14(w)

21t Jogq w — 2 T w—z

per tot z € Q.
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Introduccié

Formula de Cauchy-Green

Sigui  C C prou boi f € C}(Q). Aleshores

f(z) = L[ ), l/ﬂaf—(u})dA(w)

21t Jogq w — 2 T w— 2

per tot z € Q.

Idea prova: Aplicar Teorema de Green a la funcio g.(w) = en
Q. =Q\ D(z,¢) i fer e — 0.
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Introducci6

Corol-lari Holomorfes

Notem que si f és holomorfa en 2 tenim que

L[S

z € Q.
2mi 0 W — 2

f(z) =

RO — UB (Universitat de Barcelona) TO Espais de Fock 4 de desembre de 2013 9 /37



Introducci6

Corol-lari Holomorfes

Notem que si f és holomorfa en 2 tenim que

_ 1 f(w)
flz)= 5 agw—zdw z € Q.

Un cas interessant és aplicat a discs Q = D(z,7) amb r > 0 i passant a
polars queda

2m
f(z) = i f(w) dw = !

2M Jjp—a)=r W — 2 27

f(z +re?)dg

fent el canvi w = z + re'?
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Introducci6

Propietat del Valor Mitja

Multiplicant per 0 < p < r a ’expressié anterior i integrant entre 0 i r

obtenim )
T 1 T T .
/ F(2)pdp = o / / f(z + pe'?) pdbdp
0 T™Jo Jo

que implica
1
10 = [ Stwa)

RO — UB (Universitat de Barcelona) TO Espais de Fock 4 de desembre de 2013 10 / 37



Introducci6

Propietat del Valor Mitja

Multiplicant per 0 < p < r a ’expressié anterior i integrant entre 0 i r

obtenim )
T 1 T T .
/ F(2)pdp = o / / f(z + pe'?) pdbdp
0 T™Jo Jo

que implica
1
fG) = [ fwdd(w),
T JD(zr)
Aixi obtenim 'estimaci6 desitjada de funcions holomorfes. També tenim,
per tot valor 1 < p < oo,

FEP < F(w)l? dA(w).

2
T JD(z,r)
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Introducci6

Espais de funcions LP

Sigui 1 < p < 400 definim

LP = {f mesurable: || f[|> :/ If(2)]F dA(z) < —i—oo}
C
i per p =400

L™ = {f mesurable: |||l =sup|f(z)| < +OO} :
zeC
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Introducci6

Espais de funcions LP

Sigui 1 < p < 400 definim
LP .= {f mesurable: Hng = / If(2)PdA(2) < +OO}
C
1 per p = +oo

L™ = {f mesurable: |||l =sup|f(z)| < +OO}‘
zeC

Es arxiconegut que els espais LP sén Banach (normat + complet).
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Introducci6

Operador Acotat

Donada una aplicacio lineal

T:EF— F

entre dos espais vectorial normats F i F, direm que T és un operador
acotat si existeix una constant C' > 0 tal que

IT(Hllp < Cllfllp
per tota f € E.
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Introducci6

Operador Compacte

Direm que un operador lineal
T:E— F

entre dos espais de Banach E i F', és un operador compacte si tota imatge

d’un subconjunt acotat L de E és un subconjunt relativament compacte
de F, i.e., T(L) és compacte.
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Introducci6

Operador Compacte

Direm que un operador lineal
T:E— F

entre dos espais de Banach E i F', és un operador compacte si tota imatge
d’un subconjunt acotat L de E és un subconjunt relativament compacte
de F, i.e., T(L) és compacte.

Es relativament facil veure que tot operador compacte és acotat.
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Introducci6

Classe de Schatten

Sigui H un espai de Hilbert amb producte escalar (-,-)g iT: H — H un
operador lineal i compacte.
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Introducci6

Classe de Schatten

Sigui H un espai de Hilbert amb producte escalar (-,-)g iT: H — H un

operador lineal i compacte. Suposem també que T és auto-adjunt, és a
dir, per tot f,g € H tenim (T f, gy = (f, Tg).
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Introducci6

Classe de Schatten

Sigui H un espai de Hilbert amb producte escalar (-,-)g iT: H — H un
operador lineal i compacte. Suposem també que T és auto-adjunt, és a
dir, per tot f,g € H tenim (T'f,g9)g = (f,Tg). Direm que T € S,(H),
0 < p < oo si els seus valors propis (\,), pertanyen a /P, i.e.,

1/p
ITls, = (Z I/\n!p> < 0.
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Introducci6

Classe de Schatten

Sigui H un espai de Hilbert amb producte escalar (-,-)g iT: H — H un
operador lineal i compacte. Suposem també que T és auto-adjunt, és a
dir, per tot f,g € H tenim (T'f,g9)g = (f,Tg). Direm que T € S,(H),
0 < p < oo si els seus valors propis (\,), pertanyen a /P, i.e.,

1/p
ITls, = (Z I/\n!p> < 0.

El cas p = 1 és diuen operadors de la classe de traga i per p = 2 és diuen
els operadors de Hilbert-Schmidt.
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Introducci6

Teorema de la Projeccio

Sigui (H, (-,-)r) un espai de Hilbert i sigui F' un subespai tancat de H.
Aleshores

- Per tot f € H, existeix un tnic g € F' tal que

d(f, F) = If = 9gll -

Direm que Pp(f) :=g.
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Introducci6

Teorema de la Projeccio

Sigui (H, (-,-)r) un espai de Hilbert i sigui F' un subespai tancat de H.
Aleshores

- Per tot f € H, existeix un tnic g € F' tal que

d(f, F) = If = 9gll -

Direm que Pp(f) :=g.
- El projector Pr: H — F és un operador lineal i continu tal que
P% = P i auto-adjunt, i.e.,

(Pr(f);9)m = {f, Pr(9))u

per tot f,g € H.
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Introducci6

Teorema de la Projeccio

Sigui (H, (-,-)r) un espai de Hilbert i sigui F' un subespai tancat de H.
Aleshores

Per tot f € H, existeix un dnic g € F tal que

d(f, F) = If = 9gll -

Direm que Pp(f) :=g.
El projector Pr: H — F' és un operador lineal i continu tal que
P% = P i auto-adjunt, i.e.,

(Pr(f);9)m = {f, Pr(9))u

per tot f,g € H.
-H=F&FtonFl:={fcH: (f g)g=0,Yg € F}.
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Introduccié

Teorema de Riesz

Sigui H un espai de Hilbert i (-, )y el seu producte escalar. Per cada
funcional w € H*, i.e., u: H — C lineal i acotat, existeix un tnic
element g € H tal que

per tot f € H. A més, tenim que |lul| = ||g|| -
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Introducci6

Teorema de Riesz

Sigui H un espai de Hilbert i (-, )y el seu producte escalar. Per cada
funcional w € H*, i.e., u: H — C lineal i acotat, existeix un tnic
element g € H tal que

per tot f € H. A més, tenim que |lul| = ||g|| -

v

Idea prova: Aplicar el Teorema de la Projeccié a F := Ker u subespai
tancat de H.
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Espais de Fock Definicions

Notaci6 Espais L

Sigui ¢: C — [—00, +00) una funcié prou bona (“subharmonic”). Definim

LZ = {f mesurable: fe™® e Lp}

1= [ |

dotat de la norma

dA(z).
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Espais de Fock Definicions

Notaci6 Espais L

Sigui ¢: C — [—00, +00) una funcié prou bona (“subharmonic”). Definim

LZ = {f mesurable: fe™® e Lp}

1= [ |

Observem que Lg(@) = LP(C,e7P?) i, per tant, LZ son espais de Banach.

dotat de la norma
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Espais de Fock Definicions

Espais de Fock

Definim els espais de Fock generals amb pes
Fg = {f entera: f € L{;}

dotats de la mateixa norma que LZ, [[].-
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Espais de Fock Definicions

Espais de Fock

Definim els espais de Fock generals amb pes
F£ = {f entera: f € LZ}

dotats de la mateixa norma que LZ, [[].-
Es pot veure que els espais de Fock F g C Lg son tancats en LZ i per tant
son Banach per 1 < p < 400. El cas interessant p = 2, Fg és un espai
de Hilbert amb el segiient producte escalar

(f, 5o = / F(2)g@e 2P dA(2).
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Espais de Fock Estat de ’Art

Que esta fet?

En alguns pesos concrets ja estan estudiats:

- El pes “classic” on ¢(z) = o |2|*.
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Espais de Fock Estat de ’Art

Que esta fet?

En alguns pesos concrets ja estan estudiats:
- El pes “classic” on ¢(z) = o |2|*.
- Una generalitzacio del cas classic del tipus ¢(z) = a|z|™ per
m > 0.

- Condicions en la mida de A¢. Es a dir,
O<m<Ap< M

on m < M constants.
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Espais de Fock Estat de ’Art

Nova Generalitzacio

En el nostre treball, considerem pesos on A¢ és una mesura doblant.
Una mesura p és doblant si

u(D(z,2r)) < Cu(D(z,1))

per tot z € Cir > 0. Per exemple la mesura de Lebesgue és doblant.
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Espais de Fock Estat de ’Art

Nova Generalitzacio

En el nostre treball, considerem pesos on A¢ és una mesura doblant.
Una mesura p és doblant si

u(D(z,2r)) < Cu(D(z,1))

per tot z € Cir > 0. Per exemple la mesura de Lebesgue és doblant.
Es clar que 0 < m < A¢ < M implica que A¢ és doblant. D’ara

endavant, considerem que ¢ és subharmonica i tal que A¢ és una mesura
doblant.
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Espais de Fock Propietats Basiques

Propietat del Sub-Valor Mitja

Suposant que A¢ > 0 és una mesura doblant tenim:

Sigui 1 < p < 400. Per tot r > 0 existeix C' = C(r) > 0 tal que per tot
feH(C)izeC

‘ F(z)e 9@

’ ¢ w)e=®[” dA(w
e /D D [ dA(w).
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Espais de Fock Propietats Basiques

Propietat del Sub-Valor Mitja

Suposant que A¢ > 0 és una mesura doblant tenim:

Sigui 1 < p < 400. Per tot r > 0 existeix C' = C(r) > 0 tal que per tot
feH(C)izeC

‘ F(z)e 9@

’ ¢ w)e=®[” dA(w
<1 ) [ aag)

Idea prova: Utilitzar la desigualtat classica i estimacions sobre ¢.
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Espais de Fock Propietats Basiques

Propietat del Sub-Valor Mitja

Suposant que A¢ > 0 és una mesura doblant tenim:

Sigui 1 < p < 400. Per tot r > 0 existeix C' = C(r) > 0 tal que per tot
feH(C)izeC

‘ F(z)e 9@

’ ¢ w)e=®[” dA(w
<1 ) [ aag)

Idea prova: Utilitzar la desigualtat classica i estimacions sobre ¢.
D’ara endavant ens centrarem en el cas p = 2.
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Espais de Fock Propietats Basiques

Representaci6 Integral

Per cada z € Ci f € Fdz) I’aplicacié

és un funcional lineal i acotat en Fj
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Espais de Fock  Propietats Basiques

Representaci6 Integral

Per cada z € Ci f € Fdz) I’aplicacié
T.: f = f(2)
és un funcional lineal i acotat en Fj En efecte, tenim

Ce?(?)
7EN < gy Ml

i, per tant, |T.(f)| < C: || f|l5 4 per alguna constant C, > 0.
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Espais de Fock  Propietats Basiques

Representaci6 Integral

Per cada z € Ci f € Fg) I’aplicacié
T.: f = f(2)
és un funcional lineal i acotat en Fj En efecte, tenim

Ce?(?)
7EN < gy Ml

i, per tant, |T.(f)| < C: || f|l5 4 per alguna constant C, > 0.
Pel Teorema de Riesz, per cada z € C, 3! K, € Fg tal que

Tz(f) = f(Z) = <f7 KZ>¢'

A més tenim || K. ||y , = || T2
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Espais de Fock Propietats Basiques

Kernel Reproductor

Aixi, cada funcio f € F q% existeix una tnica representacié integral

f(2) = (f. K)o = / F () B (w)e W d A(uw).
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Espais de Fock  Propietats Basiques

Kernel Reproductor

Aixi, cada funcio f € F ; existeix una tnica representacié integral

f(2) = (f. K)o = / F(w) Ra(w)e ) d A(uw).

La funcio K (z,w) = K (w) es diu el nucli reproductor. En el cas “classic”

el nucli és explicit i es pot calcular, en el cas general no. Pero tenim
estimacions d’aquest nucli!
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Espais de Fock  Propietats Basiques

Kernel Reproductor

Aixi, cada funcio f € F ; existeix una tnica representacié integral

f(2) = (f. K)o = / F () B (w)e W d A(uw).

La funcio K (z,w) = K (w) es diu el nucli reproductor. En el cas “classic”

el nucli és explicit i es pot calcular, en el cas general no. Pero tenim
estimacions d’aquest nucli!
Per exemple.

Ka(2)V? = | Kelly = T2l = sup {|£(2)] = Iflpp <1}
09(2)
~ A(Dr(2))/2
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Espais de Fock  Propietats Basiques

Projeccio Ortogonal

Com Fg és un espai tancat de Li sabem doncs que existeix una projeccié
ortogonal
.72 2

tal que P? = Py i és auto-adjunta, i.e.,

(Pof,9)e = ([ Psg) -
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Espais de Fock  Propietats Basiques

Projeccio Ortogonal

Com Fg és un espai tancat de Li sabem doncs que existeix una projeccié
ortogonal

Py: LY — Fj

tal que P? = Py i és auto-adjunta, i.e.,

(Pofs9)e = (f: Ppg)s-

A més, tenim que P és un operador integral
Pl (2) = (Pof. J2)o = (£ 1o = [ 1) Ro(uwje 4 (w)

per tot f € Li itot z € C. Es pot demostrar que és acotat en L’; per
tot p.
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Espais de Fock  Propietats Basiques

Dualitat dels Espais de Fock

- Es facil veure que (L))" es pot identificar amb L} on 1/p+1/¢ = 1.

- I a partir d’aqui i utilitzant la projecci6 ortogonal Py es pot
demostrar que (F g )* es pot identificar amb Fg.

- Aix0 permet demostrar que la combinacio6 finita de nuclis
reproductors és dens en Fg per tot 1 < p < 0.
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Operador de Toeplitz  Definicions

Operador de Toeplitz

Donada ¢ € L*°(C), definim I'operador lineal T,: Fj — Fg per

To(f) = Polf)-

Anomenem T, I'operador de Toeplitz en Fq% amb simbol .
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Operador de Toeplitz  Definicions
Operador de Toeplitz
Donada ¢ € L*°(C), definim I'operador lineal T,: Fg — Fg per

To(f) = Po(ef)-

Anomenem T, I'operador de Toeplitz en F? amb simbol .
Usant la representaci6 integral de Py tenim

T, (f)(z) = /(C K. (w) f (w)p(w)e 2@ d A(w).
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Operador de Toeplitz  Definicions
Operador de Toeplitz
Donada ¢ € L*°(C), definim I'operador lineal T,: Fg — Fg per

To(f) = Po(ef)-

Anomenem T, I'operador de Toeplitz en F? amb simbol .
Usant la representaci6 integral de Py tenim

- /@ K- () f(w)p(w)e™ W d A(w).

Aix0 motiva a definir operadors de Toeplitz més generals. Sigui p una
mesura complexa

/ K, ( w)e 22 dp(w).
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Operador de Toeplitz  Definicions

Objectiu

- L’objectiu basic és caracteritzar els operadors de Toeplitz T}, en
termes del simbol pu.
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Operador de Toeplitz  Definicions

Objectiu

- L’objectiu basic és caracteritzar els operadors de Toeplitz T}, en
termes del simbol pu.

- Els problemes considerats séon acotacid, compacitat i quan pertany
a la classe de Schatten.
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Operador de Toeplitz  Definicions

Objectiu

- L’objectiu basic és caracteritzar els operadors de Toeplitz T}, en
termes del simbol pu.

- Els problemes considerats séon acotacid, compacitat i quan pertany
a la classe de Schatten.

- Com el cas classic, ens centrem en caracteritzar operadors de
Toeplitz 1), amb simbols positius f.
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Operador de Toeplitz  Definicions

Berezin Transform

Definim els nuclis reproductors com

K, (w)

by (w) = —2
(64| P
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Operador de Toeplitz  Definicions

Berezin Transform

Definim els nuclis reproductors com

K, (w)

by (w) = —2
(64| P

Sigui g una mesura positiva. Aleshores, definim la transformada de Be-
rezin de 4 com

i) = [ Ikl e 2w,
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Operador de Toeplitz  Definicions

Berezin Transform

Definim els nuclis reproductors com

K. (w)
1K,

Sigui g una mesura positiva. Aleshores, definim la transformada de Be-
rezin de 4 com

ke (w) =

/\k )2 e 22 dpu(w).

També, definim la mitjana de yu per r > 0 com

) B
T ADN(2))
RO — UB (Universitat de Barcelona) TO Espais de Fock
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Operador de Toeplitz  Definicions

Mesures de Fock-Carleson

Sigui 1 < p < +00. Una mesura p és de Fock-Carleson per F;g sidC >0

tal que
[ Jferef
C

per tot f € F£.

du(z <C’/‘f ¢@|" 44(2)
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Operador de Toeplitz  Definicions

Mesures de Fock-Carleson

Sigui 1 < p < +00. Una mesura p és de Fock-Carleson per F;g sidC >0

tal que
[ Jferef
C

per tot f € F£.

Una mesura p és vanishing Fock-Carleson per F £ quan la inclusi6

dA(z)

dp(z <C’/‘f 2Ol

i B = LP(C,e P?dp)

és compacte.
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Operador de Toeplitz Resultats

Operador de Toeplitz Acotat

Theorem 1

Sigui 1 < p < 400 i u una mesura de Borel positiva en C. Aleshores,
les segiients afirmacions son equivalents

Q 1), esta ben definit i acotat en Fg.
Q ;e L>=(C).
@ [, € L*°(C) per tot (o algun) r > 0.

Q@ 1 és mesura de Fock-Carleson en Fé’.
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Operador de Toeplitz  Resultats

Operador de Toeplitz Acotat

Theorem 1

Sigui 1 < p < 400 i u una mesura de Borel positiva en C. Aleshores,

les segiients afirmacions son equivalents
Q 1), esta ben definit i acotat en Fg.
Q ;e L>=(C).
@ 1, € L®(C) per tot (o algun) r > 0.

Q@ 1 és mesura de Fock-Carleson en Fé’.

(1) implica (2). El cas p = 2 tenim que

|1(2)] = [(Tukszs ka)ol < [Tk || [[R=]| < C.

RO — UB (Universitat de Barcelona) TO Espais de Fock 4 de desembre de 2013

32 /37



Operador de Toeplitz Resultats

Operador de Toeplitz Compacte

Theorem 2

Sigui 1 < p < +00 i p una mesura de Borel positiva en C. Aleshores,
les segiients afirmacions son equivalents

Q@ 1), esta ben definit i compacte en Fg.
9 i(z) — 0 quan z — .
@ i, (2) — 0 quan z — oo per tot (o algun) r > 0.

Q@ 1 és mesura de vanishing Fock-Carleson en Fg.
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Operador de Toeplitz Resultats

Operador de Toeplitz en la Classe de Schatten

Theorem 3

Sigui 1 < p < 00 i una mesura de Borel positiva en C. Aleshores, les
seglients afirmacions son equivalents

@ T, esta ben definit i pertany a la classe de Schatten S, de qu
@ 1€ LP(C,do).
@ [, € LP(C,do) per tot (o algun) r > 0.
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Pel Futur

Ara Que?

- Hi ha altres operadors que és poden considerar pels espais de Fock.
L’operador de Hankel i 'operador de Hankel petit.

- En el meu treball he treballat també amb 'operador de Hankel
perod hi ha casos encara oberts.

- Considerar altres caracteritzacions. Per exemple considerar
» € BMOP.

- Estudiar més a fons els espais de Fock generals (e.g., els conjunt de
Z€ros).

- Buscar aplicacions matematiques.
- Ampliar-ho a C".
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Pel Futur

Gracies!!
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