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Lotka-Volterra Model

uy = uy(a; — briug + biaus)

ub = ug(ag — barug — baguz)
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SIS INET TR IERCWAIET Il Sistemes Autonoms

Semigrups
Sigui X un espai de fases, un semigrup es una aplicacié
Sit): X — X
tal que
S0)=1
S(t)S(s) = S(s)S(t) = S(t+ s)
S(t)ug es continua a ug i t
Nota

Sigui u(t;ug) solucié tnica amb condicié inicial up € X d'una equacid,
llavors podem definir el semigrup:

S(t)up = u(t; up)

——=——=——=— = ~
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Exemple de Solucions d'una EDO

Solucions de :
' =u(l—2u)

u(t; "n)

@---mmmme

t) ¢ > t
t‘
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SIS INET TR IERCWAIET Il Sistemes Autonoms

Atractor per Semigrups

Atractor Global
El conjunt A C X es I'atractor global si
o A es compacte,
e A esinvariant i.e. S(t)A = A pert >0,
o A es atraient i.e. lim;_, dist (S(¢)B,.A) = 0 per qualsevol conjunt
acotat B.
@ A es el minim conjunt amb aquesta propietat. )
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SIS INET TR IERCWAIET Il Sistemes Autonoms

Atractor Global de:
' =u(l - 2u)

A
0 0.5
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SIS INET TR IERCWAIET Il Sistemes Autonoms

Existencia de I'Atractor

Definition

Un semigrup S(t) es disipatiu si exiteix un conjunt compacte By, tal que
per tot conjunt acotat B exiteix un to(X) tal que

S(t)B C By pertot t>ty(X)

Theorem

Si un semigrup S(t) es disipatiu amb conjunt compacte B absorvent,
llavors existeix un atractor global A = w(B).

w(B) ={y: Jt, — o0,z € B amb S(t,)z, — y}
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AR
Exemple d'Atractor

S(tuo
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Sistemes Dinamics i Teoria d'Atractors EAETETeIENTW NI =1

Que passa quan no és dissipatiu?

(1) S és dissipatiu si existeix un conjunt By acotat tal que per tot
conjunt acotat B tenim S(t)B C By per tot t > to(B),

(2) {S(t)u}ls>0 és acotat, tanmateix no existeix un conjunt acotat By que
absorbeixi S(t)u.

(3) {S(t)u}ts>0 és no acotat, i.e. és possible tenir orbites tal que
lime, o0 [|S(tn)ul| = 00, 0 lims—yo0 ||S(t)ul| = co. A aquesta situacié
se li diu grow-up i els seus semigrups sén coneguts com feblement no
acotat.

(4) S(t)u pot no estar definit per tot t € Ry lim;_y, ||S(¢)u|| = co. A
aquesta situacié se li diu com blow-up.

El concepte d'atractor no acotat és una extensié del concepte d'atractor

global en el casos que el semigrup compleixi (1) i (3) simultaniament

(depenent de la condicié inicial).
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Sistemes Dinamics i Teoria d'Atractors EAETETeIENTW NI =1
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Sistemes Dinamics i Teoria d'Atractors EAETETeIENTW NI =1

Article sobre Atractor no Acotats

New!!! Open Access!!!
Banaskiewicz, J., Carvalho, A.N., Garcia-Fuentes, J., Piotr, K.

Autonomous and Non-autonomous Unbounded Attractors in Evolutionary
Problems. J Dyn Diff Equat (2022).
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SECNEINET ISR ITERWATET Il Sistemes No-Autdnoms

Equacions Diferencials no Autonomes

Cas Autonom Cas No Autonom
Y =yla—bxy) — y' = yla(t) —b(t) * y)
v =A0y+ fly) — Y =Ay+ f(t,y)
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SECNEINET ISR ITERWATET Il Sistemes No-Autdnoms

Processos

Un procés en X és una familia d'aplicacions {S(t,s) : ¢ > s} continues tal
que

Q@ S(t,t) =1, pertott € R.
Q@ S(t,s) =S(t,7)S(r,s), pertott > 7 > s.
@ (t,s,z)— S(t,s)r és continua, t > s, z € X.
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SECNEINET ISR ITERWATET Il Sistemes No-Autdnoms

Non Autnomous Evolution

Wr&ﬂ)
e ——
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SECNEINET ISR ITERWATET Il Sistemes No-Autdnoms

Forward Attractor per Processos

Forward attractor
Una familia {A(t) : t € R} és el forward attractor si
o A(t) és compacte per cada t € R.

e A(t) és invariant respecte S(-,-), i.e.
S(t,7)A(T) = A(t) pertot t,7 € R amb ¢t>rT.
@ Forward atrau conjunts acotats de X per condicié inicial s € R:

tli}rélodist(S(t,s)B,A(t)) =0,

e A(t) és la familia minimal de conjunts acotats que compleixen
["dltima condicid.
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SECNEINET ISR ITERWATET Il Sistemes No-Autdnoms

Pullback Attractor per Processos

Pullback attractor
Una familia {A(t) : t € R} és el pullback attractor si
o A(t) és compacte per cada t € R.

e A(t) és invariant respecte S(-,-), i.e.
S(t,7)A(T) = A(t) pertot t,7 € R amb t>T.
@ Pullback atrau conjunts acotats de X en temps ¢:

lim dist(S(t, s)B, A(t)) = 0,

S§——00

e A(t) és la familia minimal de conjunts acotats que compleixen
I'dltima condicid.
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Lotka-Volterra Model

u; = U, <ai — bju; — Zb”u]> per i€ {1, ,n}
J#i

@ a; creixement intrinsec de I'espécie 7.
@ b;; competicié de la propia espeécie per |'espai, els aliments...
@ b;; interaccié entre |'especie i i |'espécie j.

o Cas competitiu si b;; > 0 per tot ¢ # j.

o Cas cooperatiu si b;; < 0 per tot 7 # j.

Notacié
A vegades el model s’escriura com:

U = u(a — Bu).
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Model Lotka-Volterra Teoria LCP
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Model Lotka-Volterra Teoria LCP

Volem calcular els punts d’equilibri u* que compleixen:

e u’ > 0.

o ul(a; — Zjvzl biju;-) =0, i=1,...,n.
Existeix la teoria LCP que diu quin és el punt d'equilibri estable depenent
de a quin con

pos(M.a,. . Mny)={y:y=a M 1+ ..+axM.y;i=1,..,N}

es troba el vector a, on M.; = {I.;, B.;}.
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Model Lotka-Volterra Teoria LCP

Cons en Dimensié 2

Recta: as
by
ay = -—
by a
Extincié u; Permanencia
ay
Recta:
_ by
Extincié a; i ay Extincié u, 7 Eal
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Model Lotka-Volterra Teoria LCP

Espai de Fase amb Permanéncia

/—\ ()
(0.45) \—

~(0,0) (u!,0) u
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Model Lotka-Volterra Teoria LCP

Cons en Dimensid 2

Recta: as
by
ay = -—ap
bia
Extincié u; Permaneéncia
a
ay
Rectar
by
Extincié a; i ay Extincié u, = leal
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Model Lotka-Volterra Teoria LCP

Espai de Fase amb Extincié u;

U2
N [ ]
(07 U'Q)
A
(Oa O) ) Uy
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Model Lotka-Volterra Teoria LCP

Remark
Per obtenir estabilitat la matriu —B ha de ser S,,.

Remark
Si B és diagonal dominant, llavors —B € S, existeixen cy, ...,cny > 0 tal
que

N
c;bi; > Z ’bij‘Cj, i=1,...,N.
i#]
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Model Lotka-Volterra Teoria LCP

Theorem

Suposem que —B € S,, i E = {u],...,uy,} C R’ és el conjunt de punts
d’equilibri de (LV-n). Llavors el sistema (LV-n) és un sistema gradient, i
per tant per tot z € A\ E, siguent A I'atractor global de (LV-n),
existeixen i,j € {1,...,m} tal que

{ . —_— * = / { . — * =
im uftiz) —ul =0 i Jim u(tz) — g =0
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Model Lotka-Volterra No-Autonom
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Model Lotka-Volterra Model Lotka-Volterra No-Autonom

Ara els parametres de creixement intrinsec i d'interaccié entre espécies

depenen del temps:

u; = Uy <a¢(t) — b“(t)uz — Z bij(t)uj> per 1€ {1, ey n}

J#i
Nova condicié sobre la matriu:
L
n
Clb“(t) + Z Cjbij(t) > 6>0 foralli= 1, ceay T,
=1

Considerem el cas cooperatiu, aixi que tenim que:

bij(t) <0 perij, ipertotteR.

A més:

bii(t) >0 , pertott e R.
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Model Lotka-Volterra Model Lotka-Volterra No-Autonom

Condicions per Permanencia

dzb“(t) < ai(t) < dzb“(t) + Zdjbij<t) foralli=1,...,n. (A)
J#i

Theorem

Assumint (A) i (H), existeix una tnica trajectoria positiva completa u*

separada de zero i infinit. Aquesta trajectoria satisfa d; < u; < d; per tot

t € R. A més, per tota solucié u de (LV-n) tal que u(ty) > 0 és compleix
la segtient convergéncia

lim |u(t) —u*(t)| — 0.

t—o00

Juan Garcia Fuentes (Seminari SIMBA) Atractors & Lotka-Volterra 11 de Gener, 2023 36 /47



SR
Condicions per Extincié

bu(t)JZ +e< ai(t) < bu<t)dZ + Z?zl,j;ﬁi bij(t)(dj + 06]') —egforiel
ai(t) < Z?:l,j;éi bl'j(t)(dj + QC]') —¢ecforieJ
(B)

Theorem

Assumint (B) i (H), existeix una tnica trajectoria no negativa completa
u* que satisfa d; < uy <d;periel,iu; =0pericJ, pertottcR. A
més, per tota solucié u de (LV-n) tal que u(tg) > 0 és compleix la segiient
convergéncia

lim |u(t) — u*(¢t)] — 0.

t—o00
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Model Lotka-Volterra Model Lotka-Volterra No-Autonom
Cas 2D

Permanencia

dibi1(t) < a1(t) < dibi1(t) + dabia(t),
daboso(t) < as(t) < dibor(t) + dobaa(t),

Extincié d'una espeécie

bn(t)El +e< al(t) < bll(t)dl + b12(t)(d2 + 962) —¢,
ag(t) < b21(t)(d1 =+ 061) — g,

Extincié de les dues espécies

{ a1(t) < bya(t)(dy + bca) — ¢,
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Model Lotka-Volterra Model Lotka-Volterra No-Autonom
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Model Lotka-Volterra Model Lotka-Volterra No-Autonom

Lemma

Existeix una funcié u* = (uf, u3) definida pert € R, solucié completa de
(LV-2) tal que d; < u; < d; peri = 1,2. Aquesta és 'tinica trajectoria
completa acotada lluny de 0 i infinit en ambdues variables També
existeixen les funcions (u1,0), (0,u2) i u(t) = (0,0) definides pert € R
que sén solucions completes de (LV-2), tal que d; < u; < d; fori = 1,2.

v
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Model Lotka-Volterra Model Lotka-Volterra No-Autonom

Solucions Globals en Cas de Permanéncia

(ﬁl’ 0)

(0,0)

U1
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Model Lotka-Volterra Model Lotka-Volterra No-Autonom

Lemma

Si la funcié u : R — R? és una solucié de (LV-2) amb uy(to) >0 i
ua(to) = 0, llavors és compleix una de les segiients posibilitats:
(a) u(t) =(0,0) per tott € R,
(b) w=(@1,0),
(c) siui(to) € (0,aq(to)) Mavors limy—, oo ui(t) =0,
limy o0 Uq (t) — Uy (t) =0 iUQ(t) =0 fort € R,
(d) siui(to) > ui(to) lavors lims—,_ oo uy (t) = o0,
limy oo w1 (t) — a1 (t) =0, i uz(t) =0 pert € R.

a

C
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Solucions semiestables
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Model Lotka-Volterra Model Lotka-Volterra No-Autonom

Theorem

Existeix una trajectoria de (LV-2) anomenada z = (z1,22) : R — R? tal
que
lim [(z1(s), 22(s)) — (u1(s),0)| = 0.

Jim [(z1(s), 22(s)) — (ui(s), u3(s))] = 0.

Resultat analeg per (0,73). Es més, existeix una trajectoria de (LV-2)
anomenada y = (y1,y2) : R — R? tal que

m {(y1(s),y2(s))| = 0.

S—>—00

Tim [(y1(s),92(s)) — (uf(5), u3(s))] = 0.
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Model Lotka-Volterra Model Lotka-Volterra No-Autonom

Conexions Heterocliniques

Uug

Uy
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Model Lotka-Volterra Model Lotka-Volterra No-Autonom

Article sobre Atractor per Lotka-Volterra No-Autonom

Future work!!l Stay Tuned!!!

Langa, J.A., Garcia-Fuentes, J., Piotr, K., Sudrez, A. Characterization of
attractors for non-autonomous Lotka-Volterra cooperative systems.
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Model Lotka-Volterra Model Lotka-Volterra No-Autonom

Moltes gracies!!!
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