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Preliminares
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Superficies de Riemann

Conforme. . Riemanniana.
Compleja. |}
Diferenciable, (s.R.) Diferenciable,
Orientada. Orientada.
[ Superficie topoldgica (cerrada). ]
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Definicién (Cociente, érbifold)

e R=RIT, T < Aut(R).
@ s.R. cociente < accién libre y propiamente discontinua.

@ Orbifold < accién propiamente discontinua.

Alejandro Garcia Sanchez (Universidad AGeometria y topologia de espacios de Tei 20 de Marzo de 2024 5/28



Moduli de superficies de
Riemann cerradas
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Uniformizacién

Teorema (Uniformizacién)

s.R. (salvo isomorfismo) simplemente conexas: C,C y H.

Corolario

Recubridor universal = €,C y H.
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Representacién

Teorema (Representacion)

R =RIT, donde:

R es el recubridor universal,
T < Aut(R),

I' ~ R libre y prop. disc.

' dnico salvo conjugacion.
r=n;(R).

.

Observacion

Si g=2, T se dice modelo Fuchsiano.
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Automorfismos de C,C, H

Teorema
@ Aut(C)={z—az+b:a+#0}.
o Aut(€)=PSL(2,C) = Msb.
e Aut(H)=PSL(22,R) < PSL(2,C).
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Corolarios

Definicién (Méduli)

My := {s.R. cerradas de género g}/ ~.

Corolario

o Mo ={Cl}.
e M ={C/T:T = Z?%}/(conjugacién de T por traslacion).
® g22= Mg ={H/T:T' <PSL(22,R),I ~ H libre y prop. disc.}/ ~.

Alejandro Garcia Sanchez (Universidad AGeometria y topologia de espacios de Tei 20 de Marzo de 2024 10/28



Proposicién
e Todo reticulo T = 7? es conjugado de algin T, :=Z®1Z, 1€ H.
e R, =Ry o1 € PSL2,2)T.
@ PSL(2,7) ~ H prop. disc.

Teorema

M; = H/PSL(2,7) es un érbifold.
Definiendo Ty = H y Mod, = PSL(2,7), My = T1/Mod, .
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Iey T(R)
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Definicién (T1)

@ Marca Z, sobre R: eleccion de un sistema de generadores de 71 (R).
@ Marca ‘natural’ en R;: 2(7) := {41 (1), B1 (1)}

n([O 1]) =4(1)

7([0,7]) = B (7)

z:p = z:p’ < Tpp’(zp) = zp’y Tpp’ :7171(R, P) = Y31 (R, P’)
(R,2)=(R,2)y<3Ih:R=R t.q. h.(2) =
T1 :={(R,2)}/ =. Cada [R,X] es un toro marcado.

V.

Teorema
Th ={[R;,2(1)]:T€ H} < H.
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Género arbitrario

Definicién (Marca sobre una s.R. de género g)

o Sistema canénico de generadores (s.c.g.) Zp:=1{[A;], [B;l}5_| de
m1(p,R) t.q.

m(p,R)=<Zp: Hle[[Ai], (Bil] =1>.

@ Una marca es una eleccién del s.c.g.

Definicién (Marca via difeomorfismos)

@ Fijemos una s.R. R de género g. VS s.R. de género g 3f € Dif.(R,S).
o (Sl,fl) = (Sg,fg) ©3h:5:1=8S,tq. h homét. f2 Ofl_l.
@ T(R):={(S, )}/ =. Cada [S, f] es una s.R. marcada.
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Teorema

@ Fijemos R s.R. de género g.

e Fijemos una marca X~ en R.
o La aplicacion

¢z :T(R) — Ty
(S, f1— IS, £« (D]

es una biyeccion.
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Coeficientes de Beltrami

Definicion (Coeficiente de Beltrami)
o feDif,(RS).
o Atlas {(Uj,zj)}jes sobre R.
o Coeficiente de Beltrami de f respecto de (U}, z)):

F-
W= Fz, F expresion local de f en Uj.

o Coeficiente de Beltrami de f: py:={ujl}je;.

Teorema
Los coeficientes de Beltrami son diferenciales de tipo (1,1).
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Aplicaciones cuasiconformes (cc).

Definicién (Cuasiconforme)

f:UcC— VcC entre abiertos de C, fe€ Homy, t.q.
® fufyel;,,.
o |/,Lf| <1c.tp. enU.

es un homeo. cuasiconforme.

Observacion

e Si feDif,, exigimos en todo punto para ser dif. cc.
@ Si f es una aplicacién entre s.R., miramos expresiones locales.

@ Suave < cc < holomorfa.
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Topologia para T(R)

Observacion
@ B(R) es Banach con |.||so.

e f cc=pureB(R).

Observacion

@ Dify(R)<Dif(R).
@ Difi(R) ~B(R); via

W*f=Hfoy-1, Yo Ele+(R),,Uf € B(R);.

Teorema

Mg = B(R)1/Di f+(R), T(R) £ B(R)1/Dify(R).
Mg = T(R)/Mod(R), Mod(R) := Dif(R)/Dify(R).

.
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Espacios de Fricke
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Grupos Fuchsianos.

Definicién (Grupo Fuchsiano)
I' < Aut(H) es Fuchsiano si es discreto en Aut(H).

Teorema

o I' < Aut(H) es Fuchsiano < T ~ H prop. disc.
@ Toda S.R. con g=2 es hiperbdlica.

N

Teorema (Modelo Fuchsiano normalizado)
e I' modelo Fuchsiano de R, s. R. cerrada marcada [R,X].

@ 3 condiciones de normalizacién dnicas para ¥ que fijan T.

V.
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Fe—Tg, g=2.

Teorema

e Scg {ai,ﬂ,-}f:l sobre el grupo Fuchsiano norm. de [R,X]:

ajz+bj
aj= w, aj,bj,cj,djelR, cj>0,ajdj—b]-cj=1,
al.z—'—b} oyl gl / I g1 rJ
ﬁ] = m, (lj,bj,Cj,djER, Cj>0,ﬂjdj—bjcj:1,
J J

para j=1,...,g—1.
o Coordenadas de Fricke:

!/ / / / / !/
[R; Z] - (alyCI; dl; a]; Cl,dl,.-.,ag—],Cg—l, dg_l, ag_lrcg_ly dg_l),

@ g es inyectivo.
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Estructura compleja de T,
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Definicién (Homeo. canénico cc de €)
Homeo. f:C—C t.q.

@ Es cc sobre C.

e Fija 0,1,00.

.

Definicién (Espacio de Teichmiiller de T')

e QC:= {f:@—»@: es un homeo. canénico cc de €}.
e QC):= {f(—: QC| rf es Fuchsiano}.

@ wy,uw,€QC) son = © wlg = uslk.

o T():=QCI)/ ~.
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Uniformizacién simultanea

Proposicion

e B(H,I')={peBH)| p= (,uoy)Y?’,c.t.p. en HVyeTl}
@ [i extiende u via filg+ =0.
® B(H,I)1 — QC:p— wy:= f~.

Teorema
R,S de igual género g =2 pueden ser uniformizadas simultaneamente.
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Estructura compleja sobre T5(I')

Definicién (Espacio 8 de Teichmiiller de T')
o wy=wy < (wy)lg-=wy)ly-.
o TpM):={wy:pue B(H, I}/ =.

Teorema
® Dado pe B(H,I)1, ¢u(2):={wy,z}, Yz€ H* esta en Ay(R").
o Inmersién de Bers: B : Tg(I') — Ax(H*IT) : [wul — @,
o Ty es una variedad compleja de dimension 3g —3.

® My es un orbifold (complejo).

20 de Marzo de 2024
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Comentarios finales
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Algunos desarrollos

@ Estructura simpléctica (Kahler) y de Poisson de Ty.
o Teichmiiller de estructuras CP!.

@ Variedades de representaciones y Higher Teichmiiller Theory:

e PSL(2,R): la componente de Hitchin.
e PSL(3,R): Choi-Goldman y las estructuras reales proyectivas convexas.
o i PSL(4,R)?

@ Teichmiiller sigue activo: Mirzakhani.
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Fin

Algunos libros:

@ An Introduction to Teichmiiller Spaces (Imayoshi, Taniguchi).

@ Geometry and Topology of Manifolds: Surfaces and Beyond (Mufioz,
Gonzalez-Prieto, Rojo).

o Geometric structures on manifolds (Goldman).

@ An Introduction to Geometric Topology (Martelli).
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